













We give here upper estimates of the numerical radii for non-normal and
nilpotent matrices.
Key words ; linear algebra.
Mathematics Subject Classification ; 15A03.
この小論は，著者の講義「経済数学 I」のオンライン講義で使用した講義ノートを
作成中見付けたものである。
Mn := M(n× n;C)を成分を複素数とする n次正方行列全体の集合とし，Cnを成
分を複素数とする n次元ベクトル全体の集合とする。
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∈ Cn = M(n× 1;C)
また，A ∈ Mn = M(n × n;C), x ∈ Cnの hermite共役，転置行列を，それぞれ
A∗, x∗, AT , xT とする。
x, y ∈ Cnの内積 inner product ⟨x,y⟩を






A ∈ MnがA∗A = AA∗を満たすとき，Aを正規 normalと云う。
また，Am−1 ̸= O,Am = O, m ∈ Nを満たすとき，Aを冪零 nilpotent，このmを
Aの冪零指数 nilpotent order of Aと云う。
A ∈ M(n× n;C)の固有値 eigenvalueを λ1(A), λ2(A), · · · , λn(A)とするとき，Aの
スペクトル半径 spectral radius：r(A)を
r(A) := max{ |λ1(A)|, |λ2(A)|, · · · , |λn(A)| }
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∈ Cn = M(n× 1;C)
また，A ∈ Mn = M(n × n;C), x ∈ Cnの hermite共役，転置行列を，それぞれ
A∗, x∗, AT , xT とする。
x, y ∈ Cnの内積 inner product ⟨x,y⟩を






A ∈ MnがA∗A = AA∗を満たすとき，Aを正規 normalと云う。
また，Am−1 ̸= O,Am = O, m ∈ Nを満たすとき，Aを冪零 nilpotent，このmを
Aの冪零指数 nilpotent order of Aと云う。
A ∈ M(n× n;C)の固有値 eigenvalueを λ1(A), λ2(A), · · · , λn(A)とするとき，Aの
スペクトル半径 spectral radius：r(A)を










A∗Aのゼロ zeroでない固有値を σ1(A)2 ≥ σ2(A)2 ≥ · · · ≥ σr(A)2 > 0 (r :=
rankA, σ1(A) ≥ σ2(A) ≥ · · · ≥ σr(A) > 0)とするとき，







で定義する。これらスペクトル半径 spectral radius：r(A)，作用素ノルム operator
norm：∥A∥，数域半径 numerical radius：w(A)の間には次の関係が知られている
が，数域半径 numerical radius：w(A) については，殆ど何も知られていないと言っ
て良く，未知なるものである：
unitary matrix : U ∈ Mn with w(U∗AU) = w(A) · · · (0),
(weakly unitary invariant)
r(A) ≤ w(A) ≤ ∥A∥ · · · (1),
1
2
∥A∥ ≤ w(A) ≤ ∥A∥ · · · (2),
w(An) ≤ w(A)n, (n ∈ N) · · · (3).
また，作用素ノルム operator norm：∥A∥，数域半径 numerical radius：w(A)はノ
ルム normであるが，スペクトル半径 spectral radius：r(A) はノルムではない not
norm。数域半径 numerical radius：w(A)に関しては，
w(AB) ≤ w(A)w(B)は成り立たず，w(AB) ≤ 4w(A)w(B)が成り立つ。
Aが正規 normalである場合には，上記最初の不等式で等号が成り立つ：
r(A) = w(A) = ∥A∥ · · · (4).
Aが非正規 non-normalである場合, w(A)については殆ど何も知られていない。
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§1. 冪零行列 nilpotent matrix J (j)n (j = 2, 3, · · · , n)
J (j)n :=




0 0 · · · 0 1 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0
0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .
...
... · · · · · · . . . 0 . . . . . . 1 0
0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . 1
0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0









































§1. 冪零行列 nilpotent matrix J (j)n (j = 2, 3, · · · , n)
J (j)n :=




0 0 · · · 0 1 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0
0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .
...
... · · · · · · . . . 0 . . . . . . 1 0
0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . 1
0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0
















































0 1 · · · 0 0 0 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0 0 0 · · · 0
0 0 0 1
. . . . . . . . . . . .
...
... · · · · · · . . . 1 . . . . . . 0 0
0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . 0
0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . 1 ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 1




· · · (5)
(J (j)n )
n−j+1 ̸= O, (J (j)n )n−j+2 = O (j = 2, 3, · · · , n) · · · (6)
を得る。つまり，J (j)n (j = 2, 3, · · · , n)は冪零行列 nilpotent matrixである。
(3),(5)より，
w(J (j)n ) = w((J
(2)
n )
j−2+1) ≤ w(J (2)n )j−2+1 · · · (7)
である。
|x∗J (2)n x| ≤ |x|TJ (2)n |x|
となるが，|x| ∈ Rn, J (2)n ∈ M(n× n;R)であり，2次形式 |x|TJ (2)n |x|は実 realで
あるので，
||x|TJ (2)n |x|| = |x|T















w(J (2)n ) ≤ max∥|x|∥=1 ||x|
















· · · (8)
となる。そこで











の固有値を求める。その為に J (2)n + (J (2)n )T の固有方程式を求め，これを解く：
Gershgorinの定理より，J (2)n + (J (2)n )T の固有値 2λは |λ| ≤ 1である。
∆n := |2λI − (J (2)n + (J (2)n )T )| =
1, 2, 3, · · · · · · · · · , j, · · · · · · · · · , n
=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2λ −1 · · · 0 0 0 0 · · · 0
−1 2λ −1 · · · 0 0 0 · · · 0
0 −1 2λ −1 . . . . . . . . . . . . ...
... · · · −1 . . . −1 . . . . . . 0 0
0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . 0
0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . −1 ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · −1 2λ −1
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · −1 2λ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2λ∆n−1 −∆n−2 (第 1列で展開した。) · · · (9)
一般に∆k = 2λ∆k−1 −∆k−2 (k = n, n− 1, · · · , 3) が成り立つが，λ ∈ Rとは限ら
ないが，
λ ∈ Rと仮定する · · · (∗)
と |λ| ≤ 1より λ = cosϑと書ける。従って 2λ = e+iϑ + e−iϑであるので
∆k = 2λ∆k−1 −∆k−2 ⇔ ∆k = (e+iϑ + e−ϑ)∆k−1 −∆k−2
⇔ ∆k − e±iϑ∆k−1 = e∓iϑ(∆k−1 − e±iϑ∆k−2)
(複合同順)
となる。この関係を (9)に適用すると
∆n − e±iϑ∆n−1 = e∓iϑ(∆n−1 − e±iϑ∆n−2)
= e∓2iϑ(∆n−2 − e±iϑ∆n−3)
= e∓3iϑ(∆n−3 − e±iϑ∆n−4)
· · ·
= e∓(n−2)iϑ(∆2 − e±iϑ∆1)
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の固有値を求めるが，




の固有値を求める。その為に J (2)n + (J (2)n )T の固有方程式を求め，これを解く：
Gershgorinの定理より，J (2)n + (J (2)n )T の固有値 2λは |λ| ≤ 1である。
∆n := |2λI − (J (2)n + (J (2)n )T )| =
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2λ −1 · · · 0 0 0 0 · · · 0
−1 2λ −1 · · · 0 0 0 · · · 0
0 −1 2λ −1 . . . . . . . . . . . . ...
... · · · −1 . . . −1 . . . . . . 0 0
0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . 0
0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . −1 ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · −1 2λ −1
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · −1 2λ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2λ∆n−1 −∆n−2 (第 1列で展開した。) · · · (9)
一般に∆k = 2λ∆k−1 −∆k−2 (k = n, n− 1, · · · , 3) が成り立つが，λ ∈ Rとは限ら
ないが，
λ ∈ Rと仮定する · · · (∗)
と |λ| ≤ 1より λ = cosϑと書ける。従って 2λ = e+iϑ + e−iϑであるので
∆k = 2λ∆k−1 −∆k−2 ⇔ ∆k = (e+iϑ + e−ϑ)∆k−1 −∆k−2
⇔ ∆k − e±iϑ∆k−1 = e∓iϑ(∆k−1 − e±iϑ∆k−2)
(複合同順)
となる。この関係を (9)に適用すると
∆n − e±iϑ∆n−1 = e∓iϑ(∆n−1 − e±iϑ∆n−2)
= e∓2iϑ(∆n−2 − e±iϑ∆n−3)
= e∓3iϑ(∆n−3 − e±iϑ∆n−4)
· · ·
= e∓(n−2)iϑ(∆2 − e±iϑ∆1)
= e∓(n−2)iϑ{(e+iϑ + e−iϑ)2 − 1− e±iϑ(e+iϑ + e−iϑ)}




∆n − e+iϑ∆n−1 = e−niϑ
∆n − e−iϑ∆n−1 = e+niϑ
⇐⇒ {
e−iϑ∆n −∆n−1 = e−(n+1)iϑ
e+iϑ∆n −∆n−1 = e+(n+1)iϑ




となり1，J (2)n + (J (2)n )T の固有方程式は








(k = 1, 2, · · · , n)
を持っているので















, x = cosϑ, n = 0, 1, 2, · · ·
である。これは漸化式

















· · · (11)
である。
(7),(8),(11)を使うと
w(J (j)n ) = w((J
(2)
n )

















(j = 2, 3, · · · , n) · · · (12)
一方，
(J (j)n )




0 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .
...
... · · · · · · . . . 0 . . . . . . 0 0
0 · · · · · · · · · 1 . . . . . . . . . 0
0 · · · · · · · · · · · · 1 . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1


· · · (13)
であるから，∥J (j)n ∥ = 1 (j = 2, 3, · · · , n)である。· · · (14)
また， [13] [14] [16]に依れば，
冪零指数 nilpotent order mの冪零行列N の数域半径 numerical radius: w(N)は
w(N) ≤ ∥N∥ cos π
m+ 1
· · · (15)
である事と (6),(12),(14)を使うと次の定理を得る。
定理 1 Theorem1
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0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .
...
... · · · · · · . . . 0 . . . . . . 0 0
0 · · · · · · · · · 1 . . . . . . . . . 0
0 · · · · · · · · · · · · 1 . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1


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冪零指数 nilpotent order mの冪零行列N の数域半径 numerical radius: w(N)は
w(N) ≤ ∥N∥ cos π
m+ 1
· · · (15)
である事と (6),(12),(14)を使うと次の定理を得る。
定理 1 Theorem1








, ∥J (j)n ∥ cos
π
(n− j + 2) + 1
}




n ≥ 2(n− j + 1) (n ∈ N, j = 2, · · · , n)と仮定して，
(J (j)n )








+ 1ならば， w(J (j)n ) =
1
2
∥J (j)n ∥ with ∥J (j)n ∥ = 1 . · · · (17)
§2. 上三角行列 upper triangle matrix
Schurの定理により，任意の行列 B ∈ Mn は, あるユニタリー行列 unitary ma-






λ1 b12 b13 · · · · · · · · · · · · b1n
0 λ2 b23 · · · · · · · · · · · · b2n
0 0 λ3
. . . · · · · · · · · · b3n
...
...
. . . . . . . . . · · · · · · ...
...
... · · · . . . . . . . . . · · · ...
0 0 · · · · · · . . . λn−2 bn−2,n−1 bn−2,n
0 0 · · · · · · · · · 0 λn−1 bn−1,n




ここにλ1, λ2, · · · , λnはBの固有値である。
U∗BU = Cは次のように分解される：
C = C1 + C
′ := C1 + C2 + · · ·+ Cj + · · ·+ Cn
98 鹿児島経済論集　第62巻第３号（2021年12月）
C ′は一般上三角冪零行列 as general upper triangle nilpotent matrixと考えられる。
Cj :=




0 0 · · · 0 b1j 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0 b2,j+1 0 · · · 0
0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .
...
... · · · · · · . . . 0 . . . . . . bn−j,n−1 0
0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . bn−j+1,n
0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0












(j = 2, 3, · · · , n)




λ1 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0
0 λ2 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 0 λ3 0
. . . . . . . . . . . .
...
... · · · · · · . . . 0 . . . . . . 0 0
0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . 0
0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · λn−1 0




w(B) = w(U∗BU) = w(C) = w(C1 + C
′) ≤ w(C1) + w(C ′)
であるが，C1 は正規行列 normal matrix,対角行列 diagonal matrixであるから,
Rayleigh-Ritz商 ratioに関する定理より，
w(C1) = r(C1) = max{|λ1|, |λ2|, · · · , |λn|} =: λmax(C1) = λmax(B) = r(B)
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C ′は一般上三角冪零行列 as general upper triangle nilpotent matrixと考えられる。
Cj :=




0 0 · · · 0 b1j 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0 b2,j+1 0 · · · 0
0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .
...
... · · · · · · . . . 0 . . . . . . bn−j,n−1 0
0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . bn−j+1,n
0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0












(j = 2, 3, · · · , n)




λ1 0 · · · 0 0 0 0 · · · 0
0 λ2 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 0 λ3 0
. . . . . . . . . . . .
...
... · · · · · · . . . 0 . . . . . . 0 0
0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . 0
0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · λn−1 0




w(B) = w(U∗BU) = w(C) = w(C1 + C
′) ≤ w(C1) + w(C ′)
であるが，C1 は正規行列 normal matrix,対角行列 diagonal matrixであるから,
Rayleigh-Ritz商 ratioに関する定理より，
w(C1) = r(C1) = max{|λ1|, |λ2|, · · · , |λn|} =: λmax(C1) = λmax(B) = r(B)
である。
C ′に関しては，一般の上三角冪零行列 as general upper triangle nilpotent matrix
として考える。
w(C ′) = w(C2 + · · ·+ Cj + · · ·+ Cn) ≤ w(C2) + w(C3) + · · ·+ w(Cj) + · · ·+ w(Cn)
より，w(Cj)を考える。
x∗Cjx =
= (x1, x2, · · · , xn)


0 0 · · · 0 b1j 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0 b2,j+1 0 · · · 0
0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .
...
... · · · · · · . . . 0 . . . . . . bn−j,n−1 0
0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . bn−j+1,n
0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0














= b1jx1xj + b2,j+1x2xj+1 + b3,j+2x3xj+2 + · · ·+ bn−j,n−1xn−jxn−1 + bn−j+1,nxn−j+1xn,
|x∗Cjx| =
≤ |b1j||x1||xj|+ |b2,j+1||x2||xj+1|+ · · ·+ |bn−j,n−1||xn−1|+ |bn−j+1,n||xn−j+1||xn|
≤ βj{|x1||xj|+ |x2||xj+1|+ |x3||xj+2|+ · · ·+ |xn−j||xn−1|+ |xn−j+1||xn|}
( βj := max{|b1j|, |b2,j+1|, |b3,j+2|, · · · , |bn−j,n−1|, |bn−j+1,n|}と定義する。)
= βj|x|∗J (j)n |x| j = 2, 3, · · · , n.
となるので，J (j)n に関する先の結果 (定理 1,2)より，
w(Cj) ≤ βj max
∥|x|∥=1











, ∥J (j)n ∥ cos π(n−j+2)+1
}


























































where βj := max{|b1j|, |b2,j+1|, |b3,j+2|, · · · , |bn−j,n−1|, |bn−j+1,n|} = ∥Cj∥,
( j = 2, 3, · · · , n )




0 b12 b13 · · · · · · · · · · · · b1n
0 0 b23 · · · · · · · · · · · · b2n
0 0 0
. . . · · · · · · · · · b3n
...
...
. . . . . . . . . · · · · · · ...
...
... · · · . . . . . . . . . · · · ...
0 0 · · · · · · . . . 0 bn−2,n−1 bn−2,n
0 0 · · · · · · · · · 0 0 bn−1,n
0 0 · · · · · · · · · 0 0 0




























































where βj := max{|b1j|, |b2,j+1|, |b3,j+2|, · · · , |bn−j,n−1|, |bn−j+1,n|} = ∥Cj∥,
( j = 2, 3, · · · , n )




0 b12 b13 · · · · · · · · · · · · b1n
0 0 b23 · · · · · · · · · · · · b2n
0 0 0
. . . · · · · · · · · · b3n
...
...
. . . . . . . . . · · · · · · ...
...
... · · · . . . . . . . . . · · · ...
0 0 · · · · · · . . . 0 bn−2,n−1 bn−2,n
0 0 · · · · · · · · · 0 0 bn−1,n
0 0 · · · · · · · · · 0 0 0






また，上記行列B = U∗BU = C = C1 + C ′に対しては次の定理 4が成り立つ。
定理 4 Theorem4
一般の行列Bに対して For any general matrix B = U∗BU = C = C1 + C ′，Cは
上三角行列 upper triangle matrix，U はユニタリー行列 unitary matrixである。
w(B) = w(U∗BU) = w(C1 + C

















































where βj := max{|b1j|, |b2,j+1|, |b3,j+2|, · · · , |bn−j,n−1|, |bn−j+1,n|},
( j = 2, 3, · · · , n )




λ1 b12 b13 · · · · · · · · · · · · b1n
0 λ2 b23 · · · · · · · · · · · · b2n
0 0 λ3
. . . · · · · · · · · · b3n
...
...
. . . . . . . . . · · · · · · ...
...
... · · · . . . . . . . . . · · · ...
0 0 · · · · · · . . . λn−2 bn−2,n−1 bn−2,n
0 0 · · · · · · · · · 0 λn−1 bn−1,n










a11 a12 a13 · · · · · · · · · a1n
a21 a22 a23 · · · · · · · · · a2n




. . . · · · · · · ...
...
... · · · · · · . . . · · · ...
...
... · · · · · · · · · . . . an−1,n



















0 0 · · · 0 a1j 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0 a2,j+1 0 · · · 0
0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .
...
... · · · · · · . . . 0 . . . . . . an−j,n−1 0
0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . an−j+1,n
0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0












where αj := max{|a1j|, |a2,j+1|, |a3,j+2|, · · · , |an−j,n−1|, |an−j+1,n|},
( j = 2, 3, · · · , n )
A1 := diag(a11, a22, · · · , ann)
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a11 a12 a13 · · · · · · · · · a1n
a21 a22 a23 · · · · · · · · · a2n




. . . · · · · · · ...
...
... · · · · · · . . . · · · ...
...
... · · · · · · · · · . . . an−1,n



















0 0 · · · 0 a1j 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0 a2,j+1 0 · · · 0
0 0 0 0
. . . . . . . . . . . .
...
... · · · · · · . . . 0 . . . . . . an−j,n−1 0
0 · · · · · · · · · . . . . . . . . . . . . an−j+1,n
0 · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . 0
... · · · · · · · · · · · · . . . . . . . . . ...
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . 0












where αj := max{|a1j|, |a2,j+1|, |a3,j+2|, · · · , |an−j,n−1|, |an−j+1,n|},
( j = 2, 3, · · · , n )















0 0 · · · 0 0 0 0 · · · · · · 0
0 0 0 · · · 0 0 0 · · · · · · 0
0 0 0 0 · · · · · · · · · · · · ... ...
...
...
. . . . . . . . . 0 · · · · · · 0 0
0
... · · · . . . . . . . . . · · · · · · ... ...
aj1 0 · · · · · ·
. . . . . . . . . · · · · · · 0
0 aj+1,2
. . . · · · · · · . . . . . . . . . · · · 0
... 0
. . . . . . · · · · · · . . . . . . . . . ...
0
...
. . . . . . 0 · · · · · · . . . 0 0
0 0 · · · 0 an,n−j+1 0 · · · · · · 0 0


1, 2, · · · · · · · · · , n− j + 1, · · · · · · · · · · · · · · · , n
where α−j := max{|aj1|, |aj+1,2|, |aj+2,3|, · · · , |an−1,n−j|, |an,n−j+1|},
( j = 2, 3, · · · , n ),
α1 := max{|a11|, |a22|, |a33|, · · · , |ann|}.






































, ∥J (j)n ∥ cos π(n−j+2)+1
}















, ∥J (j)n ∥ cos π(n−j+2)+1
}




with ∥J (j)n ∥ = 1 (j ≥ n2 + 1)
を得，結局
定理 5 Theorem5


















































where αj := max{|a1j|, |a2,j+1|, |a3,j+2|, · · · , |an−j,n−1|, |an−j+1,n|},
α−j := max{|aj1|, |aj+1,2|, |aj+2,3|, · · · , |an−1,n−j|, |an,n−j+1|},
( j = 2, 3, · · · , n ),


























(∥Aj∥+ ∥A−j∥) + ∥A1∥,













, ∥J (j)n ∥ cos π(n−j+2)+1
}















, ∥J (j)n ∥ cos π(n−j+2)+1
}




with ∥J (j)n ∥ = 1 (j ≥ n2 + 1)
を得，結局
定理 5 Theorem5


















































where αj := max{|a1j|, |a2,j+1|, |a3,j+2|, · · · , |an−j,n−1|, |an−j+1,n|},
α−j := max{|aj1|, |aj+1,2|, |aj+2,3|, · · · , |an−1,n−j|, |an,n−j+1|},
( j = 2, 3, · · · , n ),


























(∥Aj∥+ ∥A−j∥) + ∥A1∥,





a11 a12 a13 · · · · · · · · · a1n
a21 a22 a23 · · · · · · · · · a2n




. . . · · · · · · ...
...
... · · · · · · . . . · · · ...
...
... · · · · · · · · · . . . an−1,n






を上から評価 upper estimationするのと同様，これら定理 3,4,5は，行列の成分
matrix componentsにより，その数域半径 numerical radiusを上から評価 upper
estimationしている。しかし，∥A∥, ∥B∥, ∥C ′∥との関係は不明 unknownである。
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